O retorno de Eisenstein: reciprocidade cuibica
(participagoes especiais: Gauss e Jacobi)

Um dos teoremas favoritos de Gauss é a lei da reciprocidade quadratica, enunciada a seguir: definimos o
simbolo de Legendre por

c 0 seplc
(—) =<1 se ¢ é residuo quadratico mod p
p —1 se ¢ nao é residuo quadrético méd p

Teorema da reciprocidade quadratica. Sejam p e q primos impares positivos. Entao

()

Além disso, (%) = (-1
Vocé deve provar sem dificuldades as seguintes propriedades:

Propriedades do simbolo de Legendre. Sejam a, b inteiros e p primo impar. Entao
CRCRO
e Sea=b (mdd p), (%) = (2 i

Vamos comegar o nosso estudo com uma demonstragao desse teorema diferente da mostrada em [2], com
o auxilio de niimeros complexos.

1. Alguns fatos preliminares

1.1. Critério de Euler

Uma das ferramentas mais tteis para o nosso estudo é o critério de Euler:

Critério de Euler. Seja p primo, m inteiro positivo e a um inteiro nao miltiplo de p. Entao a congruéncia
2™ =a (mdd. p) tem solugao se, e somente se,

aP= /4 =1 (méd. p),
sendo d = mde(m,p — 1).

Demonstracao

Seja g uma raiz primitiva de p. Entdo existem k e y tais que a = g* (méd. p) e x = g¥ (méd. p). Assim,
™ =a (méd. p) <= ¢g™ =gF (méd. p) <= my =k (méd. p—1). Essa equacio em y admite
solugdo se, e somente se, mde(m,p—1) | k < d | k.

Por outro lado, a? /4 =1 (méd. p) <= ¢g®P V=1 (méd.p) <= p—1]|(p—1k/d < k|
d, de modo que a demonstragao estd completa.

Vale a pena notar que a equagao é equivalente a y = % (%)_1 (méd. E),le considerando que y
deve ser considerado moédulo p — 1, admite exatamente d solugoes, a saber, % (%)7 mod % + t%’ t =
0,1,2,...,d— 1. i



1.2. Inteiros algébricos

Um inteiro algébrico é uma raiz de uma equacdo do tipo z" + ap_12" ' + -+ + a1z + ag = 0, sendo
Gp—1,--.,01,aq inteiros. Eles formam um anel, ou seja, se « e 8 sao inteiros algébricos, entao a4 e af sao
inteiros algébricos. Para provar isso, sejam p(z) = T+ 1™ 4 ag e q(z) = 2 4-by_ x4 by
os polinémios minimais de « e 3, respectivamente (o lema de Gauss garante que tais polinémios minimais
s@o monicos). Considere o vetor

vi=Nad® ... o™ Baf ... a™mt o™ igrTh

cujas entradas sdo os ntimeros da forma o3, 0 <i<m, 0<j < n.

Vamos primeiro demonstrar que existem matrizes A e B quadradas de ordem mn e com entradas
inteiras tais que A-v =« -ve B-v = (-v (em outras palavras, v é autovetor de A e B, com autovalores
correspondentes o e (3). Para isso, é s6 verificar que « - v tem entradas do tipo a3’ com 1 < i < m e
0 < j < n. Sei < m, obtemos uma entrada de v; se i = m, substituimos a™ 3 = —a,,_1a™ 13 — - —agB’
e obtemos novamente uma combinagao linear (com coeficientes inteiros!) das entradas de v. Colocando os
coeficientes dessas combinagoes lineares em uma matriz, obtemos A. Podemos obter a matriz B de modo
analogo.

O que isso tem a ver com os inteiros algébricos? Na verdade, essas matrizes simplicam as contas: note
que (A£B)-v=(axp)ve AB-v=af-v, ouseja, a = 3 é autovalor de A+ B e af é autovalor de AB.
Como os polinémios caracteristicos de matrizes de entradas inteiras como A + B e AB sao monicos e com
coeficientes inteiros, a £ 3 e a3, raizes desses polinémios caracteristicos, sao inteiros algébricos. [

Em compensacao, nem sempre «/(3 é inteiro algébrico. Fica para o leitor verificar que 1/2, por exemplo,
nio é inteiro algébrico (caso vocé prefira algo mais “algébrico”, trabalhe com 1/v/2 — sim, v/2 é inteiro
algébrico). Alguma semelhanga com inteiros? Na verdade, eles se comportam de modo bastante parecido com
inteiros, de modo que podemos definir, de forma totalmente andloga aos inteiros, divisibilidade e congruéncia
modulo inteiro algébrico. Consegue-se, entao, um teorema analogo ao teorema de Fermat.

Sonho de todo estudante para inteiros algébricos. Sejam «, § inteiros algébricos e p inteiro (de Z)
primo. Entao

(a+0B)P =a? + 5P (mdd. p)
Demonstracao
Utilize o binémio de Newton e o fato de que (}) =0 (méd. p) para 0 < k < p:

(@+pP=a+57+ ) (p) a"FpF =aP + g7 (méd. p)

k
0<k<p

2. Somas quadraticas de Gauss e reciprocidade quadratica

Vamos desenvolver um novo método para demonstrar a reciprocidade quadratica, que pode ser generalizado
para reciprocidade em alguns graus maiores.

2.1. Uma introdugao e (%)

Calculemos primeiro (%) Seja ¢ = e™* a raiz oitava fundamental da unidade. Entdo, como (? = i,
(C+(¢?2=0 < (C+¢1YH? = 2. Por simplicidade, seja 7 = ¢ + (~!. Entao 72 = 2, de modo que
Pl = 2(P=1)/2 = (%) (méd. p) <= 7P = (%)T (méd. p).

Mas, pelo sonho de todo estudante, 77 = (¢ + (1P = (P + (7P (mébd. p). Lembrando que estamos

{C—i—(‘l sep=+1 (m

trabalhando com raizes oitavas, (P + (7P = B3 sep=+3 (m

6d. 8) .
6d. 8)° Todavia, lembrando que



= —1, temos +¢ ° =—(¢— (¢ ~, de modo que +( P =(— ’- 7. Logo (— ’- T= (3T
4 1 3 3 1 4 d P P 1)@ -1/8; 1, 1)@ -1)/8 ;
(méd. p). Cuidado! Nao podemos “cortar” 7 porque infelizmente ndo temos a lei do cancelamento para

inteiros algébricos. Mas podemos multiplicar por 7 dos dois lados, e como 72 = 2, obtemos (—1)(7”2’1)/82 =
(%)2 (méd. p) <= (%) = (_1)(1’2—1)/8.

2.2. Como aproveitar essa idéia para casos maiores?

O ntmero 7 é uma versao embrionaria das somas de Gauss. Para provar a reciprocidade quadrética, usamos
outra soma, um pouco mais elaborada: seja ¢ = €>™/P uma raiz p-ésima fundamental da unidade.

N se a . s . .
Vocé ja deve saber que :0<t< ¥ = {p Pl , . . Fica como exercicio provar, a partir desse
=SSP 0 caso contrario

tz—y) _ [P sex=y (méd. p)
fato, que Zogt<p< = {0 caso contrario '

Além disso, como ha p — 1 residuos quadraticos médulo p e p — 1 nao residuos quadraticos médulo p,
ty
Zogt<p (5) =0.

Agora, sim, podemos definir a soma quadrética de Gauss.
Definigao 2.1. Uma soma quadratica de Gauss é g, = ZO<t<p (%) ¢ot.
Essas somas tem diversas propriedades:

Lema. As somas quadraticas de Gauss possuem as seguintes propriedades:
(i) ga= (%)91-
(i) Sendo g1 =g, g*> = (—=1)"~1/2p.

Demonstracao
(i) Lembrando que, para todo a ndo divisivel por p, (%)2 =le{tméd p,0<t<p}={atmédp,0 <t < p},
t\ Lt a\ fat\ .. a at\ ot a at\ ot a
0<t<p p 0<t<p p p p 0<t<p p p 0<at<p p p

(ii) Primeiro, note que, pelo item anterior, g2 = g2, pois (%)2 = 1. Calculamos a soma S = 20§a<p Ja9—a

de duas maneiras. Por um lado, pelo item anterior,
a\ fa\ o —a? 9 -1\ , -1\
S=Y (Z)(=)= D (=)= D (=) =0b-D(—)g
0<a<p p p 0<a<p p 0<a<p p p

Por outro lado, desenvolvendo as somas e multiplicando obtemos

JaJ-a = (g) (%) cole=v)

0<z,y<p

Somando sobre a e colocando as expressoes somente com z e y em evidéncia,

- 200z

0<z,y<p 0<a<p

As Unicas somas ZO<a<p ¢**=%) que nio sdo nulas sdo quando z =y (méd. p) <= = =y. Assim,

- 2 ()G



Logo
—1
- 1><7>92 Cpp—1) e g? = (1D

|
Seja p* = (—1)(1”1)/219 uma espécie de “correcdo de sinal” de primos. Entdo g2 = p* é a equacio andloga
a 72 = 2 utilizada para calcular (%) e estamos prontos para provar a reciprocidade quadratica.

Seja ¢ um outro primo fmpar. Entdo g9~ = p*<q71)/2 = ¢¢= (%)g e, pelo sonho de todo estudante,

G5 (e

0<t<p 0<t<p

(%) g (%) g (méd. q) = (%*)92 = (%)92 (méd. q)
= Br- (O man = )3

que é equivalente a reciprocidade quadratica:

(-6 = (50 = G 06 = (-

3. Elevando o x (ki)

gq

9q = <]%>g (méd. gq)

Logo

Para desenvolver a teoria de reciprocidade cibica e biquadratica, precisamos da ajuda dos caracteres:

Definicao 3.1. Um caracter multiplicativo em Z/pZ é uma funcao x:Z/pZ* — C* tal que x(ab) =
x(a)x(b) para todo a,b € Z/pZ*.

Um exemplo é o préprio simbolo de Legendre; outro exemplo é o caracter trivial e definido por €(a) = 1
para todo a € Z/pZ*.

Muitas vezes estenderemos os caracteres para Z/pZ; nesse caso x(0) = 0 para x # € e €(0) = 1.

Vamos a algumas das propriedades dos caracteres multiplicativos.

Propriedades dos caracteres. Seja y um caracter multiplicativo em Z/pZ e a € Z/pZ*. Entao
(i) x(1)=1.

(ii)) x(a) é uma raiz (p — 1)-ésima da unidade.

(iii) x(a™") = x(a)~" = x(a).

Demonstracao

=1.
a)P~l =x(1)=1.
(

(iii) x(a)x(a”) = x(a-a™) = x(1) =1 <= x(a™") = x(a)~". Além disso, [x(a)| =1 <= x(a)x(a) =
1 <= x(a)=x(a)"". N

Vimos que a soma dos simbolos de Legendre é zero. Isso se aplica a caracteres também? De fato,

pode-se provar que
(b sex=¢€
Z X(t>_{0 se x # €
0<t<p

(i) Observando que x(1) # 0, x(1) = x(1)x(1) <= x(1

(ii) Do teorema de Fermat, a?~! =1 (mdd. p), assim y



Se x = € o resultado é imediato. Suponha entdo x # €. Nesse caso, existe a tal que x(a) # 1. Assim,
sendo T'= 3, ., x(t), e lembrando mais uma vez que aZ/pZ = Z/pZ para todo a € Z/pZ*,

X@T= Y xaxt)= > x(at)=T = (x(a) - 1)T =0 < T =0

0<t<p 0<t<p

Os caracteres multiplicativos formam um grupo, considerando como operacao xA(a) = x(a)A(a). Nesse
caso, X !(a) = x(a)~!. A identidade desse grupo é e. Tal grupo é, na verdade, ciclico de ordem p — 1.
Considerando uma raiz primitiva g de p, a = g* para algum k e, deste modo, x(a) = x(g)* esta definido em
fungéo de x(g). Isso quer dizer que todo x(a) pode ser definido a partir de x(g). Como x(g) é uma raiz

(p — 1)-ésima da unidade, hd no maximo p — 1 caracteres.

Por outro lado, sendo A definido por A(g) = €27/ (=1 (lembre que \(g) define todos os demais valores
de A(a)). Entao ndo é dificil verificar que €, \, A2, ..., \?~2 sdo caracteres distintos e, portanto, os elementos
do grupo de caracteres de p. Note que se a #1 (méd. p), Ma) = A(g)* = e2Fmi/(P=1) £ 1,

Agora, vamos fixar a # 1 (md6d. p) e somar sobre todos os caracteres: seja S = > x(a). Entéo
AMa) 22, Ma)x(a) = 32, Ax(a) e, como Ax também representa todos os caracteres (uma outra versdo do
gira-gira, considerando que tanto Z/pZ* como o grupo dos caracteres sao ciclicos), \S =S5 < S =0.

3.1. O que caracteres tém a ver com residuos?

Os caracteres tém uma relagdo bastante préxima com congruéncias do tipo 2" =a (méd. p).

Lema. Sea € Z/pZ* en|p—1ez™ =a (mdd. p) ndo tem solugées entao existe um caracter x tal que
X" =eex(a)#1.

Demonstracao
Basta tomar A como acima e y = A?~1/" Entdo y" = \W?~! = ¢ e, sendo a = ¢¥, g raiz primitiva de p,
x(a) = x(g9)* = A(g)kP=1/n = e27ki/n £ 1 pois n nao pode dividir . |

Como toda raiz da unidade, os caracteres servem como “marcadores”. Assim temos um teorema andlogo
a féormula da multiseccao:

Teorema. Denote por N(z" = a) o niimero se solu¢ées médulo p de 2™ =a (méd. p). Entao, sen |p—1

tem-se
N@a"=a)= Y x(a)

X"=e

em que a soma € sobre os caracteres cuja ordem divide n.

Demonstracao

Primeiro afirmamos que hé exatamente n caracteres dessa forma. Mais uma vez usamos uma raiz primitiva
g: temos que x(g)™ = 1, e x(g) determina todos os valores de x(a), assim hd no maximo n caracteres. Por
outro lado, tomando x(g) = €>™/", verifica-se que €, x, x>, ..., x" ! sdo n caracteres distintos com ordem n.

Agora vamos provar a férmula: paraa =0 (mdd. p), note que N(z" =0)=1e > ._ x(0) =1, pois
€(0) =1 e x(0) =0 para x # e.

Suponha agora que a 20 (mdd. p) e que 2 =a (mdd. p) tem solugdes (que sdo n; para observar por
que, pense novamente em rafzes primitivas!). Entdo a = b (méd. p) e x(a) = x(0") = x(b)" = x"(b) =
€(b) =1 e, como hd n caracteres, > .__x(a) = n.

Se 2™ = a (mdd. p) ndo tem solugdo, utilizamos mais uma vez o gira-gira: seja 7 tal que 7" = € e
7(a) # 1 e denote por T" a soma. Entao 7(a)T' =} ._.7x(a) =3 ._ x(a) =T = T(r(a)—1) =0 <
T=0. |



Exercicios

0l. Provequesez™=a#0 (mdd. p) tem solucdo e n | p— 1 entdo na verdade hd exatamente n solugoes.
02. (OBM 1995, Problema 2) Encontre o nimero de fungdes f: Z — Z tais que

(a) f(x+1019) = f(x) para todo = € Z;

(b) f(zy) = F(2)f(y) para todos z,y € Z.

03. Resolva o problema anterior para f: Z — C.
04. Verifique que N(2* = a) =3 »_ x(a) =1+ (%)
3.2. Somas de Gauss

Podemos generalizar as somas quadraticas de Gauss para caracteres:

Definigao 3.2. Seja x um caracter de Z/pZ e a € Z/pZ. Defina go(X) = >_o<;p, X(1)(™, sendo ¢ = e2mi/p
a raiz p-ésima fundamental da unidade, como a soma de Gauss de x sobre Z/pZ.

Novamente, as somas de Gauss servem como marcadores e propriedades semelhantes as das somas
quadraticas aparecem, como era de se esperar.

Propriedades das somas de Gauss. Parax #e¢ea #0 (mdd. p),

(i) ga(x) = x(a g1 (x);

(ii) ga(e) =0
(iii) go(x) = 0;
(iv) go(e) =
Demonstracao

) x(a)ga(X) = Pocicp X(@)x (1) = Zo<t<p (at)C™" = 3 ocicp X(1)CF = g1 (X)-

i) ga(e) = EOSt<p ()¢ = 20§t<p ¢t =

iii) go(x) = Dg<rep X(H)C” = 0.

iv) go(€) = Xp<iep €(1)C” = p. i

Denotaremos g1 (x) simplesmente por g(x). A préxima propriedade é a mais importante.

(
(
(
(

Lema. Se x # ¢, entao |g(x)| = /p-

Demonstracao

Assim como nas somas quadréticas, vamos calcular S = )" ga(X)9a

X) de duas maneiras.
)

D) = ()()(aqmutl-

Por um lado, para a Z 0 (méd. p), ga(x) = x(a"H)g(x) e ga(x) = x(a™
0,8 = (p—1)x(a)x(a "g(x)g(x) =

lizamos uma das propriedades dos caracteres). Observando que go(x) =
(» — Dlg()I*.

Por outro lado, desenvolvendo o produto g4 (x)ga(x) obtemos

9900 = Y x(@)xW){(z —y)a

0<z,y<p

Somando sobre a obtemos

S=Y" ga(x)9a(x)

= > x@x) Y, (z-y

0<z,y<p 0<a<p



= 5d. p)
Lembrando que Tz —y)a = {p sex =y (méd. p 7
4 ZOS‘KP (=) 0 caso contrario

S= Y x(@)x@p=@-1)p
0<z<p
Assim, (p—1)[g00) > = (p — Dp <= [9(0)] = /- |
3.3. Somas de Jacobi
As somas de Jacobi foram desenvolvidas para contar a quantidade de solugées de congruéncias do tipo
2" +y" =1 (mdd. p)
e é ai que os caracteres entram!

Primeiro, note que a quantidade de solugoes é igual a

N@"+y"=1)= > N(@"=a)N(a" =b)

a+b=1
P

Lembrando que sabemos contar solu¢ées em funcao dos caracteres,

Ne"+y"=1)= >, > x@\b=> > x

a+b 1 x":é x":é a+b 1

E assim nasceram as somas de Jacobi.

Definigao 3.3. Sejam x e A caracteres de Z/pZ. Entao definimos J(x,\) = >, =1 x(a)A(b), a que

P
chamamos soma de Jacobi.

Surpreendentemente, somas de Jacobi e de Gauss estao fortemente relacionadas.

Teorema. Sejam x e A caracteres nao triviais. Entao
(i) J(ee)=p

(ii) J(e,x) = 0.

(ii) JOo x ™) = =x(=1).

(iv) Se x\ # € entdo

Demonstracao

A parte (i) é imediata e (ii) é bem simples: de fato, J(e,x) =Y, x(a) =

As partes (iii) e (iv) s@o mais interessantes:
x(1—
Z x(a a) Z X (1 _ a)

Como a imagem de f: Z/pZ \ {1} — Z/pZ tem imagem Z/pZ \ {—1},

Joox =D x(e) =Y xl(c) = x(-1) = —=x(-1)
cZ£—1 c

P




Enfim,

9()9(N) = (Zx(x)é””> : (Z A@)G’) =Y x@AWCT =Y DY x@aw) | ¢

Yy t r+y=t
P

Set=0,entao >, . —ox(@)A(y) =2, X(@)AM(=z) = A(=1) 32, xA(x) = 0 pois XA #e.
Set # 0 (mdd. p), entdo Zeryti(x)/\(y) = Zzury’zl X(@ A Y't) = xA(t) Zzury’zl XAy =

XA(#)J(x, A). Logo

909N = T06A) D XA = T06 Ngbd) <= J(xA) = g(xN)

Modédulo de somas de Jacobi. Sendo x e A\ caracteres em Z/pZ tais que x, A e x\ sdo diferentes de e,
entao |J(x, )| = /D

Demonstracao

Basta usar o fato de que somas de Gauss tém mdédulo /p e o teorema anterior. |

“Telescopando”, chegamos ao seguinte resultado:

Lema. Sen |p—1 e x tem ordem n > 2, entao

900" = x(=DpJ (x; )T (0, X%) - - T (. X" 72)

Demonstracao

Multiplicando as relagoes

pois x(—1)* = x(1) =1 <= x(-1) = £1 € R. Logo g(x ")g(x) = x(=1)g(x)g(x) = x(=D)lg(x)|* =
x(—1)p e, substituindo, o resultado segue. [

3.4. Duas aplicagoes de somas de Jacobi

Vamos contar o ntimero de solugoes de 22 +y2 =1 (méd. p).



Teorema. A quantidade de soluges de x? +y*> =1 (mdd. p) é

2 2 v |p—1 sep=1 (mdd.4)
N(@™+y _1)_{p+1 sep=—-1 (mdd. 4)

Demonstracao

Utilizando a férmula que encontramos e observando que os caracteres de ordem 2 séo € e yz2(a) = (%),

N@*+y*=1)= > J0A) = J(e,€) + J (€, x2) + T(x2, €) + J (X2, X2)

x2=e
A2=¢
! (r-1)/2
=p+0+0—x2(-1)=p— n =p—(-1) :
e é s6 verificar para cada classe de congruéncia médulo 4. |

Para cibicas, aplicamos de novo o resultado: sendo x um caracter cibico (ou seja, de ordem 3), os
outros sdo € e x2. Entdo

N@*+y°=1)= > J(x.\)
:J(;,e + J(e,x) + J(e,x?)
+ J(x, €) +J06x) + J(x: X7)
+ I3 6+ (¢ x) + T (P XP)
=p+J06X) +J(X) — x(—=1) = x*(-1)

D —

N@®+y =1 =p—-2+J(x,x) +J(x,X) =p—2+2Re J(x, X)

Observando que |J(x, x)| = /p e | Re z| < |z| para todo z complexo, obtemos
Teorema. |N(z®+y3=1)— (p—2)| <2p. |
Para melhorar um pouco o resultado precisamos de mais alguns resultados preliminares.

Lema. Seja x um caracter ciibico. Entao g(x)® = pJ(x, X)-

Demonstracao

Basta aplicar o lema anterior e observar que x(—1) = 1: g(x)® = x(=1)pJ(x, x) = pJ (x; X)- |

Como caracteres ciibicos sdo rafzes ciibicas da unidade (pois x(a)® = 1), a soma J(x,x) é da forma
a+ bw, sendo w = e?™/3 = —1 4 @z Note que [J(x,x)| = /P < la+bw|=/p < a®>—ab+b*=p.
S6 existem caracteres de ordem 3 se 3 |p—1, ouseja, p=1 (mdd. 3).

Na verdade, d& para obter ainda mais informagao:



Lema. Sep =1 (mdd. 3) e x é um caracter cibico, J(x,Xx) = ¢ + bw, com a = —1 (mdd. 3) eb =0
(mdéd. 3).
Demonstracao

Vamos usar o sonho de todo estudante (em inteiros algébricos):

900° =D x()*¢*" (méd. 3)

Observando que x(0) =0e x(t)®> =1 parat 0 (méd. p),

g(x)® = Z@t =-1 (méd. 3)
t£0

Como p=1 (méd. 3) e g(x)* = pJ(x,X);

gx)?=pJ(x,x) =a+bw=—-1 (méd. 3)

Conjugando e usando o fato de que ¢g(x) = x(—=1)g(x) = 9(x),

gX)=pJ(X,X) = a+bw’=-1 (méd. 3)
Subtraindo, obtemos b(w — w?) =0 (méd. 3) <= by/—3 =0 (méd.3) <= —3b = (méd. 9)

<= 3|b,isto é,b=0 (mdd. 3). Substituindo em a +bw = —1 (mdd. 3) obtemos a = —1 (mdd. 3). g

Agora podemos melhorar um pouco o resultado das solugoes ctubicas.
Teorema. O niimero de solucbes de z3 + 1% = (méd. p), p=1 (mdd. 3) primo, é
N@*+y®=1)=p—2+ A,
em que A é obtido tomando-se 4p = A% +27B%, A=1 (mdd. 3).

Demonstracao

Primeiro, note que, sendo J(x,x) = a+bw, 2ReJ(x,x) =2a—b =1 (méd. 3). Além disso, |J(x,x)| =
VP = a*—ab+ b =p < (2a—0b)*+3b* = p. Tomando A =2a—be B = b/3, e lembrando que
N(2®+y3=1)=p—2+2ReJ(x, x) obtemos o resultado. [

E claro que a técnica para somas de Jacobi pode ser utilizada para outras equagoes (e também pode ser
generalizadal).

Exercicios

05. Prove que N(22 + 3% =1) =p+ ReJ(x, p), sendo x um caracter ciibico e p o simbolo de Legendre.

06. Proveque N(z?+y*=1)=p—1+2ReJ(x, p), sendo x um caracter de ordem 4 (ou seja, biquadratico)
e p o simbolo de Legendre.

07. Definimos somas de Jacobi com mais caracteres como

T xa-ox) = > xalt)x(t2) .- xe(te)

ti+-+te=1
P



Defina também

Joxt,xzs--xe) = > xalt)x(tz) ... xe(te)
t14ette=0
p
Prove que
(a) Jo(e e, ....€)=J(e, e, ...,€) =p‘L
(b) Se alguns mas nao todos os caracteres x; sao iguais a €, entao Jo(x1, X2, --»Xe) = J(X1, X25---> xe) = 0.

(¢) Se x; # €, entao

0 Se X1X2---Xe F €

Joxa, X2, xe) = {Xg(—l)(p — 1)J(x1sX25---5Xe—1 caso contrario

(d) Se x; #€e xixa...XeF € entdo

g(x1)g(xz2) - 9(xe) = J(x1,x2, - s X)g(X1X2 - - - Xe)

(e) Sexix2---x¢ # € entao |J(x1,Xa, -, xe)| = p~1/2,
(f) Se xixz2...x¢e=¢€entdao |J(x1,X2s---5X0)] = plt=2)/2,

4. Inteiros de Eisenstein
Seja w = €27/ = —1 4 ‘/752 a raiz cibica fundamental da unidade. Definimos Z[w] como o conjunto dos
nimeros da forma a + bw, a,b inteiros. Note que, sendo w? = —1 — w, Z[w] é um anel. Além disso, os

elementos de Z[w| sdo inteiros algébricos, portanto faz sentido definir divisibilidade e congruéncia em Z[w].

Mais do que isso, podemos definir divisao euclidiana e, portanto, existem niimeros primos em Z[w]| e
também vale fatoracao tunica. Associado a isso estd o conceito de norma, que substitui o médulo de inteiros.
Desse modo, existem as unidades em Z|w], os nimeros de norma 1.

4.1. Norma de um inteiro de Eisenstein

Definimos a norma de um nimero « € Z[w] como Na = a - @. Se a = a + bw, pode-se provar, sem muito
esforco, que Na = a? — ab + b%. Uma propriedade muito importante é que a norma é multiplicativa.

4.2. Unidades em Z[w]

Sendo € = a + bw uma unidade, Ne =1 < a? —ab+b* =1 < (2a — b)? + 3b> = 4 e temos seis casos:

2a—b=1 2a — b= -1 2a — b=

‘ b—1 <~ a=b=1; b—1 < a=0eb=1; b— <~ a=0eb=—1;
2a — b= -1 2a —b=2 20 — b= -2

’ b= 1 = a=b=-1 ’ b=0 — a=1leb=0; b— = ag=-1leb=0

Ou seja, hd seis unidades: +1, +w, +(—1—w) = +w?. Para cada a € Z[w], chamamos de seus associados
os produtos de a por cada uma das unidades.

4.3. Divisao euclidiana em Z[w]

Voltando ao primoérdios da teoria dos ntimeros, usamos o diagrama

Mas nesse caso, devemos ter Nr < N ou r = 0. Vamos provar que existem g e r nessas condigoes.



Note que % = ]‘i‘]—% = ¢+ dw, sendo c e d racionais. Sendo m e n os inteiros mais préximos de c e

d, no sentido que [m —¢| < 3
5(%_m+nw) = B((c — m) + (d — n)w), cuja norma é NG - ((¢c —m)% — (c —m)(d —n) + (d — n)?) <

NB(3+3+13) <N

eln—d < %, provaremos que ¢ = m + nw. De fato, « — - (m + nw) =

4. Fatoragao tunica

Mas o que significa ser primo em anéis diferentes de Z7 Duas definigoes:

Definicao 4.1. Dizemos que 7 é irredutivel em um anel quando nao pode ser escrito como produto de
dois nimeros, nenhum deles igual a alguma unidade.

Definicao 4.2. Dizemos que 7 é primo em um anel quando 7 | a8 <= = | « ou 7 | 8 para todos a, 8 no
anel.

Superteorema de anéis euclidianos. Se um anel é euclidiano, entao vale fatoracao iinica nesse anel.

Demonstracao

O caminho é um pouco longo, mas é sempre o mesmo:

(1) Divisao euclidiana = Algoritmo de Euclides;
(2) Algoritmo de Euclides = Teorema de Bezdut;
(3) Teorema de Bezéut = Irredutivel = Primo;
(4) Primos = Fatoracao tnica.

Vamos dar um esbogo de prova:

(1) Havendo norma, pode-se definir mde(e, 3) como um niimero de maior norma que divide a e 8. O
algoritmo de Euclides reside no fato de que mde(a, 8) = mde(8, @ méd 3), que decorre diretamente
das propriedades de divisibilidade, e substitui («, 8) por (8, « méd ) até que um dos valores seja zero.
Como a norma sempre diminui, em algum momento o algoritmo de Euclides acaba.

(2) O teorema de Bezdut, que diz que se mdc(w, 3) = § entao existem z,y tais que ax 4+ Sy = §, decorre
diretamente do algoritmo de Euclides, substituindo as expressoes “ao contrario”.

(3) Seja 7 um irredutivel e suponha que 7 | 8. Se 7 | a, ndo hd o que provar. Entdo, se 7 ndo divide «,
entdo mdc(m, @) = 1, pois se nao fosse uma unidade 7 poderia ser escrito como produto de dois ntimeros
de norma néo unitdria (um deles seria mde(m, «)). Assim, pelo teorema de Bezéut, existem z e y tais
que ax +1y=1 < afr+78=0. Comor|af, 7|af+7f < «|pf.

(4) Indugao, e é exatamente igual & demonstragao para inteiros. [

Note que esse superteorema pode ser utilizado para provar que existe fatoragao tnica também em
polindmios sobre corpos, por exemplo (a norma seria o grau do polindémio).

4.5. Primos em Z[w]

Mudamos de anel, mudamos de primos. De fato, vocé pode verificar que 7 = (2 — w)(3 + w) nao é primo em
Z[w]! Vamos entao encontrar os primos em Zw].

Primos em Z[w]. Os primos em Z[w] sao associados a um dos seguintes nimeros:

e  0s primos positivos racionais p = —1 (mdéd. 3);

e  0s numeros T tais que N7 = p, p primo racional positivo,p =1 (mdd. 3);

. 1—w.



Demonstracao

Primeiro provemos que se 7 tem norma p primo entao 7 é primo. Caso contrario, 7 = a3, com No, NG > 1.
Mas entao p = Nw = Na - Nf3 seria o produto de dois inteiros maiores do que 1, absurdo.

Agora, encontremos as possiveis normas dos primos de Z[w]. Seja 7w primo e n = N7. Entao n = 77, de
modo que 7 divide algum fator primo racional p de n. Assim, p = 1y => Np = Nm-Ny <= Nz-Nvy = p?,
de modo que N7 = p ou N7 = p?. No segundo caso, v é unidade e, portanto, 7 é um associado de p.

S6 precisamos classificar os primos. Se Nm = pe 7™ = a + bi entdo p = a? —ab+ b?> <= 4p =
(2a — b)? + 3b%. Como b e p sdo primos entre si, 22 = —3 (méd. p), com z = (2a — b)b~! méd p. Entao
(_73) = 1. Aplicando reciprocidade quadrética, temos (_73) = (_71) (g) = (—1)=D/2(2) (—1)*= 5 = (%).
Logo (g) =1 < p=1 (mbd.3). Reciprocamente, se p = 1 (mdd. 3) entdo p | % + 3 para algum
re€Z Masa?+3=(r+1+2w)(r—1-2w) e se p fosse primo entdo p | 2, o que ndo ¢é possivel. Entdo
p = my com Nmw, Ny > 1. Verifica-se que Nm = Ny = p e entao os divisores m e 7 de p sao os primos do
segundo caso.

Note que se p= —1 (mdd. 3) ndo é possivel que N7 = p. Entao p nao pode ser fatorado e é, portanto,
primo em Z[w] também (note que 2 estd incluido nessa lista!). Esses sdo os primos do primeiro caso.

Finalmente, para p = 3, observando que 22 + z + 1 = (z — w)(x — w?), para x = 1 temos 3 =
(1-w)(1—-w?) =-w?(1 -w)?el—w tem norma 3, sendo primo. |

4.6. Congruéncia médulo w (primos sao legais)

Assim como em Z, podemos trabalhar com classes de congruéncia médulo o € Z|w]. Em particular, para
primos temos um resultado analogo aos inteiros e muito interessante:

Teorema. Seja m primo. Entao as classes de congruéncia médulo m formam um corpo com N7 elementos.

Demonstracao

A demonstracao é igualzinha & que usamos em Z! E ébvio que os inteiros de Eisenstein médulo 7w formam
um anel. S6 falta provar que todo & Z 0 (méd. ) tem inverso. Mas isso quer dizer que mdc(a,7) =1 e,
por Bezdéut, existem z,y tais que ax + 7y =1 = ax =1 (mdd. 7) e z é 0 nosso inverso.

Agora precisamos contar as classes de equivaléncia para obter a quantidade de elementos.

Se m = ¢ é racional, afirmamos que as classes de congruéncia podem ser representadas por a + bw,
0 <a,b<gq. Defato, para x +yw € Zw], c+yw =r+sw (mdéd. q) com 0 < 7,8 < ger;+sw=rs+ sow
(méd. q) <= B2+ 2ue Zw] <= rn=r; (méd. q)esi =sy (méd. q) <= 11 =r2€5 =352

Se Nm = p =1 (mdd. 3), afirmamos que as classes de congruéncia podem ser representadas por
0,1,2,....,p—1. Sejam =a+bw e z+ yw € Z[w]. Entdo note que p nao divide b e existe t € Z tal que
bt=y (méd.p) = bt =y (mdd. 7), de modo que z + yw = z + btw = © — at (méd. 7). Podemos
reduzir  — at médulo p, obtendo z +yw =j (mdd. 7), com 0 < j < p. Ou seja, todo inteiro de Eisenstein
é congruente a um racional entre 0 e p — 1. Além disso, essas classes néo soa repetidas: se i = j (méd. )
entaioi —j=my = N(i—j)=Nn-Ny < (i—j)?=p- Ny = p|(i—j)? < pli—j < i=j
(méd. p).

Enfim, para m = 1 — w, prova-se de modo analogo ao caso anterior que as classes de congruéncia sao
-1,0, 1. |

4.7. Euler-Fermat para inteiros de Eisenstein

Novamente, usando o bom e velho lema gira-gira prova-se:
Teorema. Se 7w é primo e a #0 (mdd. 7), entdo

ANl =1 (méd. )



Demonstracao

E s6 verificar que a8 = ay (méd. 7) <= B =+ (mdd. 7) e multiplicar todas as classes de equivaléncia
nao nulas, obtendo [[aB =[] (méd. ) < oN""1=1 (méd. 7).

Ou, se vocé quiser, vocé pode usar o fato de que as classes de equivaléncia nao nulas formam um grupo
multiplicativo. |

A partir do teorema de Euler-Fermat nasceu o critério de Euler. Entéo. . .

4.8. Um critério para congruéncias cubicas

Primeiro, vale a pena notar que para primos 7 com norma diferente de 3, as classes de congruéncia 1, w e w?

sdo diferentes. De fato, se 1 =w (méd. 1) <= w =w? (méd. 7) entdo 7 | 1 —w, o que nao ¢é possivel
pois 1 —w é primo. Enfim, 1 =w? (méd. ) <= 7|1-w? <= 7|(1-w)(l4+w) < 7|1-w (veja
que 1 +w = —w? é uma unidade), e chegamos ao mesmo absurdo.

Observamos também que Nm =1 (mdd. 3) para todo prmo com norma diferente de 3, pois Nm == 1
(méd. 3) ou Nt =¢?> =(-1)2=1 (mdd. 3). Temos entdo o seguinte

Nn—1

Lema. Seja m um primo de norma diferente de 3. Entdao o~ 35 = w' (mdd. 7), em que i é igual a 0, 1 ou
2.

Demonstracao

Basta notar que, sendo 2 = a5, 23 = 1 (méd. 71) <= 7|23 -1 <= 7| (z—-1)(z —w)(z—w?).
Sendo 7 primo, r =1 (méd. 1) oux =w (M6d. ) ou v = w? (méd. 7). [

Vamos relacionar isso com residuos cubicos.

Definigao 4.3. Sejam « € Z|w| e m um primo. O caracter ciibico de « médulo 7 é definido por

o 0 seT |«
—] = Nr—t (.
T/ a~ 3 moédm caso contrario

Isto é, se o ndo é muiltiplo de , entao (2), =1, w ou w?.

Propriedades andlogas as do simbolo de Legendre sao verdadeiras:

Propriedades de caracteres cubicos. Sejam «a, 5 € Z|w] e © primo. Entéo

o (ﬁ)g =1 se, e somente se, x> = a (mdd. 7) tem solucao (ou seja, o é residuo ciibico de 7);

K

()= @) pmma=p (mid w)
. ()= ©,0),

A tnica afirmacao que precisa de mais atencao é a primeira: nesse caso, tomamos um gerador do corpo
Zw]/mZ[w] (a raiz primitiva de 7) e fazemos a demonstracao andloga a do critério de Euler. [

Com isso, podemos trabalhar com os primos racionais: seja ¢ = —1 (mdd. 3). Entéo se n é racional,
(%)3 ¢é inteiro e igual a 1. Isso quer dizer que todo inteiro é residuo ciibico médulo um primo congruente
a —1 médulo 3. Mas isso na verdade nao é dificil de provar sem inteiros algébricos: se ¢ = —1 (mdd. 3),

entdo ((a=1)@2/3)3 = ¢ (méd. q).
4.9. Alguém falou em caracteres?

Os caracteres cuibicos sao, como veremos posteriormente em alguns casos, caracteres, entao vamos adotar

por um instante a notagao x.(a) = (%)3



Algo que complexos tém que reais ndo tém sio conjugados (OK, reais tém conjugados; eles s6 nao tém
muita graca...). Mas podemos conjugar tudo em congruéncias também!

No caso dos nossos caracteres ctibicos, ndo ¢ dificil ver que y(a) = x(a)? = x(a?). Além disso, como

a" 3 =xg(a) (méd. 7) <= (@) = Xr(a) (méd. T)

também temos x (o) = x=(@).
4.10. A lei da reciprocidade cubica

Primeiro, vamos “normalizar” os primos.

Definigao 4.4. Um primo 7 é primério quando m =2 (mdd. 3). Isto quer dizer que se 1 = a + bw entdo
a=2 (mdd. 3)eb=0 (mdd.3).

Isso nao nos tira generalidade. De fato, dado um primo, exatamente um de seus associados é primaério.
Isso é imediato para primos racionais. Para primos nao racionais, sendo m = a + bw, seus associados sao
a+bw, =b+ (a—bw, (b—a)—aw, —a —bw, b+ (b —a)w, (a — b) + aw. Note que a? —ab+b*> =p =1
(méd. 3), de modo que nio é possivel que a e b sejam ambos multiplos de 3. Observando a+bw e —b+ (a—b)w
podemos supor que a nao é miltiplo de 3 (se a é multiplo de 3, —b néo é e intercambiamos os seis associados
multiplicando por alguma unidade); se a =1 (mdd. 3), tomamos —a — bw no lugar de a + bw, de modo que
podemos supor sem perda a =2 (méd. 3). Como a? —ab+b*> =1 (méd. 3) podemos concluir que b = 0
(méd. 3).

Por exemplo: 3 + w, um primo de norma 7, tem como priméario associado (3 + w)w? = 2 + 3w.

Podemos entao enunciar a lei da reciprocidade ciibica:

Lei da reciprocidade ctibica. Sejam m e mo primérios de normas diferentes, ambas diferentes de 3. Entao
(7“) (m)
T 3 1 3

X1 (7@) = Xma (7T1)

ou, em termos de caracteres,

Demonstracao

Vamos dividir a prova em trés casos:
(i) 1, m2 ambos racionais. Nesse caso, denotaremos m; = ¢1 e T3 = go.
(ii) w1 racional e 7o irracional. Denotaremos m = g e o = 7.
(iil) 71,2 ambos irracionais. Denotaremos N7y = p1 e Nma = po.
O caso (i) é praticamente imediato, pois xq, (¢2) = X4 (1) = 1.

Os outros dois casos sdo mais elaborados. Sendo 7 um primo complexo com N7 =p =1 (mdd. 3),
o conjunto Z[w]/mZ]w] é um corpo finito com p elementos, com representantes de classes 0,1,2,...,p — 1.
Ou seja, podemos associar Z[w]|/mZ[w] com Z/pZ e xr assume o papel de um caracter cibico. Desse modo,
podemos utilizar somas de Gauss e Jacobi! Relembremos alguns fatos:
o 900’ =p/(x;x)
e Jx,x)=at+bwcoma=2 (méd.3)eb=0 (mdd.3).
o |J0x:x)| = v/p, ouseja, J(x,x) tem norma p.

Deste modo, J(x, x) é primério! Sendo 7 primdrio, como serd J (X, Xx)?



Lema. J(Xx,Xx)=T.

Demonstracao
Seja J(Xx,Xx) = 7. Queremos provar que 7' = 7. Note que 77 = p = «'n’/, de modo que, sendo todos
primdrios, 7’ = 7 ou 7’ = 7. Queremos eliminar esse ltimo caso.

Da defini¢ao de J(x, x) e do critério de Euler,

Ttmxx) = >, Xe@x(l=xz)= Y a®P D31 —2)P= D3 (méd. m)

0<z<p 0<z<p

O polinémio p(z) = z®=/3(1 — 2)P=1/3 tem grau 2(p — 1)/3 < p — 1. Entdo, lembrando que
ZO<$<1) z¥ =0 (méd. p) (e, portanto, méd m também!) para todo 0 < k < p — 1, desenvolvendo p(z)
e vendo médulo p obtemos 0. Logo J(Xx, Xx) =0 (méd. 7) e portanto J(xr, Xr) = 7. [

Note que isso mostra que g(x.)® = pr.

_ 2_
Agora podemos provar a reciprocidade (nesse caso). Lembrando que x4 (o) = a5 méd g=a"3 " méd

. . 27
q, elevando a tltima igualdade a qu, e observando que x,4(p) = 1,

2— 7’ 2 7’
90T T = xg(pm)  (m6d. @) = g(xn)" = Xg(P)Xg(M)g(Xr) = Xq(M)g(xx) (mbd. g)
O primeiro membro pode ser desenvolvido com o sonho de todo estudante:
2

gn)” = Y x=(®)7¢ (mod. q)

0<t<p

Note que estamos trabalhando com todos os inteiros algébricos, ndo somente com Z|w].
Como Y, é um caracter ctibico e ¢> =1 (méd. 3),
2

90" = Y xe (O = ga(xe)  (mod. q)

0<t<p
Mas gg2(xx) = X=(¢"2)9(xx) = X=(q)g(Xx). Assim, substituindo tudo o que temos,

9(x0)? = xg(m)g(xx) = xx(@)9(xx) (mod. q)

Multiplicando por g, (7) obtemos

Xa(M)|gx (M) = xx(@)|gx (7)|* (méd. q) <= xq(m)p = xx(@)p (M6d. q) <= xq(7) = Xx(g) (md. q)

e provamos a reciprocidade nesse caso.

O nosso ultimo caso é um pouco mais complicado, mas seguem as mesmas ideias anteriores. De fato,
comecando de g(x=)> = p171, elevando a (Nme — 1)/3 e vendo médulo 75 obtemos, de modo andlogo ao
caso anterior,

X771 (P3) = Xra (P171)

Comegando de g(xx,)® = pama, elevando a (N7 — 1)/3 e vendo médulo 7, obtemos, de modo andlogo
ao caso anterior,

Xz (D7) = X, (P272)



Enfim, notando que xz(p3) = Xar(P2) = X, (p2), temos, de toda a informacio acima,
X1 (T2)Xma (P177T) = Xomy (72) X7 (P3) = Xy (72) X, (P2) = Xy (T292) = Xea (PT) = Xora (PTATT) = Xms (1) X (P77

Cortando x(p171) obtemos, finalmente xr, (72) = X, (71) [
4.11. E unidades? E se N7m = 37

Assim como calculamos (%) separadamente, (%)3 e (1*7‘“)3 sao calculados separadamente.

N . ~ . . . . . . — (=1 _ .
Quanto as unidades, nao hd muita dificuldade: primeiro, (Tw)s = (7)3(%)3 = (%)3 e usamos direta-
mente o critério de Euler.

Em compensacao, a demonstracao de que (1_7”)3 = w? em que m = 3m — 1 + bw, é mais elaborada e

2
nao serd feita aqui. Para 7 racional é mais facil: de (1 — w)? = —3w temos (ﬂ)2 =(=2).(©. =1 W
- q /3 q/3\q/3
(Gt . o
Elevando ao quadrado, obtemos (PT‘“)B = w5 e ¢ s6 substituir q=3m—1.

Exercicios

08. Seja m primo complexo. Prove que 23 =2 (méd. 7) se, e somente, se 7 =1 (méd. 2).

09. Sejap=1 (méd.3) um primo (em Z). Mostre que 2> =2 (mdd. p) tem solucio se, e somente se,
existirem inteiros C' e D tais que p = C? + 27D?2.

10. Esse é um exercicio beeem grande (escreva um artigo com esse exercicio!) Trabalhando agora no anel
euclidiano Z[i], com norma N(a + bi) = a? + b?, definindo primario como primos 7 =1 (méd. (1 +i)3) e
sendo x, o caracter de ordem 4 que revela se os niimeros sao residuos quarticos médulo 7, prove a lei da
reciprocidade biquadratica: sendo 7 e v primarios,

N(m)—1 N(y)-1
—a T a1

X (V) = X4(m)(=1)

11.  Generalize o simbolo de Legendre para niimeros compostos da seguinte maneira: se b = pi"'ps?...pp*,

(6)-G) G -G

Nesse caso, vale a reciprocidade quadratica também, embora (%) = 1 nao indique se a é residuo
quadratico médulo b.

Sejap=1 (mdd. 4) um primo (em Z). Prove que:

(a) existem inteiros a e b tais que p = a? + b?.

—~
=
~

sendo a acima fmpar, (%) =1.

a+b\ __
c) (T) =(-1)
d) (a+b)P=D/2 = (2ab)P~D/%  (méd. p).
sendo f tal que f2=—1 (méd. p) (por que ele existe?), 20—1/4 = fab/2  (méd. p).

(atb)2—1
8 .

~ o~ o~ o~

-
~— ~—

2* =2 (mdd. p) tem solucdo se, e somente se, existem inteiros A e B tais que p = A% + 64B2.
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2008. Nesse artigo tem uma demonstracao diferente da reciprocidade quadrética, além de fatos sobre
raizes primitivas e polinomios médulo p.

Robin Chapman, Algebraic Number Theory — summary of notes. Um resumo de um curso de Teoria
Algébrica dos Numeros que o autor ministrou. A demonstragdo de que os inteiros algébricos formam
um anel foi retirada de 14. Disponivel na Internet em

http://www.secamlocal.ex.ac.uk/people/staff/rjchapma/notes/ant2.pdf

Guilherme Fujiwara, Inteiros de Gauss e Inteiros de Eisenstein, na Eureka! 14. A melhor introducao
para Z[i] e Z|w].
Carlos Shine, Um teorema de Gauss sobre uma curva de Fermat, aula da Semana Olimpica 2005. Um

pouco mais sobre ctbicas, mas sob outro ponto de vista. L& estao somas cubicas de Gauss e o resultado
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