p-agonos e Raizes da Unidade

Nesse breve artigo vamos discutir um problema utilizado no primeiro “pré-teste de selecao” do Ira em 2005.
Na verdade, este é o problema A.27 da edi¢do de novembro de 2001 da fantdstica revista Kémal.

A principio, um problema de Geometria, com um toque de teoria dos nimeros, mas que no final das
contas é resolvido utilizando conceitos de algebra, em especial raizes p-ésimas da unidade. Quem resolveu
o problema, no entanto, nao fui eu; foi o Gabriel Bujokas. Digamos que eu sou o “porta-voz” dele nessa
solugao.

Para entender essa resolucao desse problema vocé tem que ter certa familiaridade com raizes da unidade.

Problema. Seja H; um poligono de p lados, sendo p primo. A seqiiéncia de poligonos Hi, Hs,..., H,
é construida da seuinte maneira: dado o poligono Hy, Hy41 € obtido refletindo cada vértice de Hj em
relacao ao seu k-ésimo vértice vizinho, contando no sentido anti-horério. Prove que H, e H, sao poligonos
semelhantes.

Solugdo (por Gabriel Tavares Bujokas). A primeira parte do problema é bastante natural no seguinte
aspecto: é natural pensar em vetores nesse ponto, ja que os vértices sao obtidos através de reflexées. Sendo
assim, sejam Ay, A7, ..., AY os vértices de Hy, ordenados no sentido anti-hordrio. O vértice A de Hyyq
é, entao, obtido a partir da reflexdo de A} em relagao ao seu k-ésimo vizinho AZLH“ (é sé somar k no indice
relativo ao vértice; se k + m ultrapassar p, tome o indice méd p). Logo Akm"'k ¢ o ponto médio de A" A}, |,
ou seja,
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Poderfamos pensar em resolver essa recorréncia para encontrar os vértices de H,, mas isso ndo parece
ser simples considerando que a equagao de recorréncia obtida nao é linear (por qué? veja que temos dois
indices e que um depende do outro!).

Primeiro, vamos ajustar um pouco a equagao para lados em vez de vértices. Seja £} = AZLH — Ao
m-ésimo lado do poligono Hy, (como vetor). Temos
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Af entra a principal idéia de Gabriel: como levar em consideracao que p é primo? Ele resolveu considerar
rafzes da unidade. Seja ( = e'» a raiz primitiva da unidade. A principio, isso seria mais natural se algum
dos p-dgonos fosse regular, de modo que fosse possivel associar a cada vértice uma raiz p-ésima da unidade.

Mas a idéia genial de Gabriel foi considerar, para cada poligono, uma expressao: associe ao poligono
Hj, a expressao
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O legal dessas expressoes é que, por causa da relacao de recorréncia, podemos escrever h(k + 1) em



funcao de h(k) de uma maneira bastante conveniente.
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Agora, escrever h(p) em funcdo de h(1) é simples: aplicando essa tltima relagdo p — 1 vezes, obtemos
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Lembrando da fantastica fatoracao

P —1=(x-1)(z-@—-C) ... (e -,
e notando que (1+2F+P-1) = ¢»¥3* = 15" = 1, obtemos a incrivel relacio

h(p) = (2" = 1)h(1)

Isso é muito bom: se abrirmos h(p) e h(1), obtemos
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Mas infelizmente a partir disso nao podemos dizer (ainda) que £ = (2” —1)¢7". Chegamos muito perto,
mas precisamos de algo mais.

Para isso, usamos polindmios! Note que, a partir da relacdo (x), podemos concluir que cada ¢} é uma
combinagao linear racional dos lados ¢1, €%, ..., ¢} de Hy, ou seja, existem racionais a1, as, ... ,a, tais que

M= ayl] + agli +azli + -+ aplh

Para nao cairmos em complicagoes do tipo “todo vetor do plano é combinacao linear de dois vetores”,
associe a cada ¢f" o mondémio 2™ ! e a cada ¢} o polinomio

P"(z) = a1 + agz + azz® + -+ + apaP !

onde 0s a,,’s sdo os mesmos da outra equagdo. Vamos reescrever a equagao de recorréncia (*) em termos
dessa nova associacdo. Ah, e o m em P/* nao é expoente, é s6 uma notagao. A recorréncia fica
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Vocé pode provar por indugio que, se q e r sio inteiros e vocé associar zPI" a £7 P,:”Jrk(x) = 2P (z).

Entao
Py (z) = (22" — 1) P (x)



Logo, indutivamente, chegamos em

P (z) = (22771 = 1)(22P72 = 1)... (22 — 1) P"(x)

p

Mas /7" estd simplesmente associado a ™!, entao

PMz) = (22P7' = 1) (2277 = 1)... 2z — 1)a™ !

Agora sim, as raizes da unidade entram em acdo: faca z = ¢*, t =0,1,2,...,p — 1. Obtemos, como na
conta que fizemos com h(p),

() = (22— 1)(¢ym !

Assim, se considerarmos
Qy'(z) = P (z) — (2P — 1)a™ !

vemos que ¢¢, t = 0,1,2,...,p — 1, é raiz de Q' (z). Isso quer dizer que esse polinomio é divisivel por
(x — 1)z — )z —¢?)...(x — (P~ 1) = 2P — 1. Portanto, sendo 2 — 1 um polinémio moénico, existe um
polindémio G(x), de coeficientes inteiros, tal que

B (x) — (2 — Dz™ ' =G(2)(2? — 1) <= P = (2 - D™ ! + 2PG(x) — G(x)

Como zPG(x) e G(z) representam a mesma combinagio linear, j& que zPT™ e z™

1", ao escrevermos ¢} como combinagao linear de 0,02, ... 0% obtemos

representam ambos
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Logo, como cada lado £} estd no mesmo sentido e ¢ proporcional ao lado £7", os poligonos H;, e Hy sao

semelhantes. E a razdo de semelhanca é igual a 2P — 1! [



